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ON A CONJECTURE BY DEHORNOY
FLORENT HIVERT, JEAN-CHRISTOPHE NOVELLI, AND JEAN-YVES THIBON
Abstract. Let Mn be the n! × n! matrix indexed by permutations of Sn,
defined by Mn(σ, τ) = 1 if every descent of τ−1 is also a descent of σ, and
Mn(σ, τ) = 0 otherwise. We prove the following result, conjectured by P.
Dehornoy: the characteristic polynomial Pn(x) = |xI −Mn| of Mn divides
Pn+1(x) in Z[x].
Re´sume´. Soit Mn la matrice n! × n!, indexe´e par les e´le´ments de Sn et
de´finie par Mn(σ, τ) = 1 si toute descente de τ−1 est aussi une descente de
σ, et Mn(σ, τ) = 0 sinon. Nous de´montrons le re´sultat suivant, conjecture´ par
P. Dehornoy : le polynoˆme caracte´ristique Pn(x) = |xI −Mn| de Mn divise
Pn+1(x) dans Z[x].
1. Introduction
On note Sn le groupe syme´trique sur n e´le´ments. Rappelons qu’une descente
d’une permutation σ ∈ Sn est un entier i tel que σ(i) > σ(i + 1). Un recul de σ
est une descente de son inverse σ−1. On note Des(σ) et Rec(σ) les ensembles de
descentes et de reculs de σ.
Rappelons encore que toute permutation peut s’interpre´ter comme une tresse
simple. Une suite finie (σi)i=1...l de tresses simples, ou encore de permutations, est
dite normale si et seulement si, pour tout i < l, on a
(1) Rec(σi+1) ⊂ Des(σi) .
Pour compter le nombre de suites normales de longueur n et en particulier, avoir
une ide´e du comportement asymptotique de ce nombre quand n → ∞, Dehornoy
[3, 4] introduit la matrice d’adjacence du graphe dont les chemins correspondent
aux suites normales : Mn est de dimension n!× n!, avec
(2) Mn(σ, τ) :=
{
1 si Rec(τ) ⊂ Des(σ),
0 sinon.
On veut montrer la conjecture suivante [3] :
Conjecture 1.1. Le polynoˆme caracte´ristique Pn(x) = |xI −Mn| de Mn divise
Pn+1(x) dans Z[x].
Pour cela, nous allons interpre´ter la suite de matrices (Mn) comme un endomor-
phisme Φ de l’alge`bre de Hopf FQSym des 〈〈 fonctions quasi-syme´triques libres 〉〉,
et exhiber une de´rivation δ qui commute avec Φ.
2. Interpre´tation dans les fonctions quasi-syme´triques libres
Rappelons que FQSym est une alge`bre de Hopf gradue´e connexe [5], dont une
base en degre´ n est forme´e par des e´le´ments Fσ, σ ∈ Sn, qui se multiplient par
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〈〈 me´lange de´cale´ 〉〉, c’est-a`-dire, pour α ∈ Sk et β ∈ Sl,
(3) FαFβ =
∑
γ∈α β[k]
Fγ
ou` β[k] de´signe le mot dont la ie`me lettre est βi + k, et le produit de me´lange
(ou battage) usuel.
Soit Φn l’endomorphisme de FQSymn de´fini par
(4) Φ(Fσ) =
∑
Rec(τ)⊆Des(σ)
Fτ .
La matrice de Φn dans la base F est la transpose´e de Mn et la somme directe
Φ =
⊕
nΦn est un endomorphisme de degre´ 0 de FQSym.
Nous allons construire une de´rivation ∂, surjective, de degre´ −1, ve´rifiant
(5) ∂ ◦ Φ = Φ ◦ ∂ .
L’existence de ∂ ve´rifiant (5) entraˆıne la conjecture 1.1. En effet, soitK = ker(∂)
en degre´ n et L un supple´mentaire de K dans FQSymn, de sorte que FQSymn =
K ⊕ L. L’endomorphisme Φn laisse K stable car ∂(Φn(x)) = Φn−1(∂(x)) et donc
∂(x) = 0 entraˆıne ∂(Φn(x)) = 0. Donc, sur la de´composition FQSymn = K ⊕ L,
la matrice est triangulaire par blocs :
(6)
(
A B
0 C
)
et ainsi, le polynoˆme caracte´ristique de Φn est le produit de ceux de A et C, ou` A
est la matrice de la restriction de Φn a` K et C la matrice de Φn sur le quotient
FQSymn/K. Par surjectivite´, FQSymn/K est isomorphe a` FQSymn−1, d’ou` le
re´sultat. De plus, on peut ve´rifier que la divisibilite´ a bien lieu dans Z[x], car il est
facile de calculer explicitement le coefficient du terme de plus bas degre´ de Pn.
3. Construction de la de´rivation e´quivariante
Soit σ un e´le´ment de Sn et i un entier. On note σ
′ le mot (n+ 1) · σ · 0. Soit ui
(resp. vi) la lettre qui pre´ce`de (resp. suit) la lettre i dans σ
′ pour i dans l’intervalle
[1, n]. On note alors
(7) sgni(σ) :=


+1 si ui < i < vi,
−1 si ui > i > vi,
0 sinon.
et deli(σ) le standardise´ du mot (c’est-a`-dire la permutation ayant les inversions
aux meˆmes places que ce mot) obtenu en supprimant i de σ. Soit ∂ l’application
line´aire de´finie par
(8) ∂iFσ := sgni(σ)Fdeli(σ) et ∂ :=
n∑
i=1
∂i .
Lemme 3.1. Soient σ ∈ Sn et τ ∈ Sm. Pour tout i ∈ [1, n], on a
(9) ∂i(FσFµ) = ∂i(Fσ) Fµ.
Pour tout i ∈ [n+ 1, n+m], on a
(10) ∂i(FσFµ) = Fσ∂i−n(Fµ).
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De´monstration. On reprend les notations utilise´es pour de´finir sgn. Soit i ∈
[1, n]. On va conside´rer l’ensemble X des mots w du me´lange de´cale´ de σ et τ tels
que sgni(w) 6= 0.
• Si ui < i < vi, X est l’ensemble des mots du me´lange de´cale´ de la forme
(11) . . . uiiBvi . . .
ou` B ne contient que des lettres de τ [n]. En particulier, tous ces mots ont
pour image 1 par sgni, et comme leurs images par deli est l’ensemble des
permutations apparaissant dans Fdeli(σ)Fτ , on conclut la de´monstration
dans ce cas.
• Si ui > i > vi, X est l’ensemble des mots du me´lange de´cale´ de la forme
(12) . . . uiBivi . . .
ou` B ne contient que des lettres de τ [n]. On conclut donc comme dans le
premier cas.
• Si ui > i < vi, X est e´gal a` l’ensemble vide, de sorte que
(13) ∂i(FσFµ) = 0 = ∂i(Fσ) Fµ.
• Enfin, si ui < i > vi, X contient les mots du me´lange de´cale´ de la forme
(14) . . . uiiBvi . . . et . . . uiBivi . . .
L’image par sgni du premier (resp. second) ensemble est 1 (resp. −1).
Comme ils ont meˆme image par application de deli, les paires d’e´le´ments
ayant meˆme ensemble B apportent une contribution nulle a` ∂i(FσFµ), de
sorte que
(15) ∂i(FσFµ) = 0 = ∂i(Fσ) Fµ.
La seconde e´quation se montre de meˆme. 
On en de´duit directement le re´sultat :
Proposition 3.2. L’application ∂ est une de´rivation de FQSym.
Cette proprie´te´ permet maintenant d’obtenir sans difficulte´ le re´sultat principal :
The´ore`me 3.3. Les endomorphismes Φ et ∂ commutent.
De´monstration. Rappelons que si D = {d1 < · · · < dk} est l’ensemble des
descentes d’une permutation σ ∈ Sn, on peut recoder D par la suite d’entiers
I = (d2−d1, . . . , dk−dk−1, n−dk) appele´e composition des descentes de σ et note´e
I = C(σ).
Notons alors
(16) SI :=
∑
Rec(τ)⊆Des(σ)
Fτ ,
ou` I = C(σ) = (i1, . . . , ik). Il est alors bien connu (cf. [5]) que
(17) SI = F12..i1F12..i2 . . .F12..ik .
Comme ∂ est une de´rivation, on en de´duit que
(18) ∂(Φ(Fσ)) =
∑
I′
CI
′
I S
I′ ,
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ou` l’ensemble des I ′ s’obtient en retranchant 1 successivement a` chaque part i de
I et ou` CI
′
I est e´gal a` la valeur de cette part moins deux.
On ve´rifie imme´diatement que Φ(∂(Fσ)) est e´gal a` la meˆme somme. 
Comme l’application ∂ est surjective, on en de´duit
Corollaire 3.4 (Conjecture de Dehornoy). Le polynoˆme caracte´ristique de Mn
divise celui de Mn+1.
4. Remarques
Les applications Φ et ∂ descendent a` divers quotients et sous-alge`bres de FQSym,
en particulier aux fonctions syme´triques non-commutatives, aux fonctions quasi-
syme´triques et aux fonctions syme´triques ordinaires. Il est inte´ressant d’observer
que si on identifie Φ a` un e´le´ment de FQSym ⊗ FQSym∗, il s’e´crit
(19) Φ =
∑
Des(τ)⊆Des(σ)
Fσ ⊗ Fτ−1 =
∑
I
RI ⊗ S
I = J0(A,B)
−1
ou` J0 est la fonction de Bessel non-commutative introduite dans [6], ge´ne´ralisant la
fonction de Bessel usuelle et proposant un rele`vement non-commutatif des identite´s
de [1, 2]. La commutation de ∂ et de Φ e´quivaut a` une e´quation fonctionnelle
inte´ressante pour son inverse.
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